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Bei der Tschebyscheff-Approximation mit positiven Exponentialsummen 
hlngt die Minimallosung stetig von der Funktion ab, wenn diese normal ist oder 
die Fehlerfunktion hinsichtlich ihrer Altemantenlange und ihren Werten am 
Intervalhand eine bestimmte Bedingung erftillt. 
1. In der vorliegenden Arbeit werden die Stetigkeitsuntersuchungen, 
die in [5] fiir allgemeine Exponentialsummen durchgeftihrt wurden, fiir 
positive Exponentialsummen fortgesetzt. Die Tschebyscheff-Approximation1 
stetiger Funktionen mit positiven Exponentialsummen ist nach Unter- 
suchungen, die Braess [l] durchgefiihrt hat, dadurch gekennzeichnet, dag 
stets genau eine MinimallGsung existiert. Diese wird vollstandig durch ein 
Kriterium charakterisiert, das Lange sowie Vorzeichen der Alternante 
benutzt. 
Es zeigt sich, da0 das Stetigkeitsverhalten der T-Approximation in einem 
Punkt nicht nur davon abhtingt, ob dort die Minimalliisung ausgeartet ist, 
sondern such von der Lange und dem Vorzeichen der Alternante sowie den 
Werten der Fehlerfunktion in den Randpunkten des Approximationsinter- 
valls. Es gibt Falle von Stetigkeit der T-Approximation trotz Ausartung der 
MinimallGsung. 
2. Eine positive Exponentialsumme (vgl. [l]) ist eine Funktion, 
welche eine Darstellung 
h(x) = i aietiZ 
i-1 
(2.1) 
1 Im weiteren wird fur “Tschebyscheff” abkiirzend “T” geschrieben. 
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erlaubt, wobei die ti reel1 und verschieden und die ai nichtnegativ sind. Die 
Anzahl der nichtverschwindenden Koeffizienten heil3t Grad von h und wird 
mit k(h) bezeichnet. Die Menge der positiven Exponentialsummen, deren 
Grade hiichstens den Wert n haben, wird mit E,+ bezeichnet. Es sei [a, b] 
ein endliches Interval1 der reellen Achse und C[u, b] der Raum der auf [a, b] 
stetigen reellwertigen Funktionen, versehen mit der T-Norm 
(2.2) 
Fiir eine Funktion f E C[a, b] wird die beste T-Approximierende oder Mini- 
malliisung h* beztiglich E,+ wie tiblich durch die Bedingung 
hgllf - h II = Ilf - A* II n (2.3) 
definiert. Der Abstand zwischen dem Punkt f und der Menge En+, d.h. der 
in (2.3) links stehende Ausdruck heiBt wie tiblich Minimalabweichung 
(von f beztiglich E,+) und wird mit q%+[ f ] bezeichnet. Die Minimalabwei- 
chung hangt stetig von der Funktion ab, d.h. aus lim llfn -f I/ = 0 folgt 
lim I rn+[fml - s+[f 1 I = 0 0x1. [71). 
Die zur Charakterisierung der Minimallosung niitigen Begriffe, wie z.B. 
Alternante und Lange einer Alternante, sind die tiblichen. Ferner wird die 
folgende Bezeichnung gebraucht (vgl. [l]). Eine Alternante einer Funktion 
f E C[a, b] heibt negativ (positiv), wenn der Funktionswert von f im ersten 
Punkt negativ (positiv) ist. Das Maximum der Langen aller Alternanten vonf 
bzw. das Maximum der Langen aller negativen Alternanten von f wird 
Alternantenlange von f bzw. negative Alternantenlange von f genannt und 
mit alt (f) bzw. alt-(f) bezeichnet. Entsprechend wird die positive Alter- 
nantenlange von f (alt+(f)) d fi e niert. Zur Existenz, Eindeutigkeit und 
Charakterisierung der Minimallijsung beztiglich En+ gelten die folgenden 
Aussagen. 
LEMMA 1 (Braess). Es sei f E C[u, b]. 
(a) Es gibt genau eine Minimalliisung T,+f von f beziiglich E,+. 
(b) Ein Element h E E,f mit dem Grad k ist genau dann die Minimal- 
liisung fik f beztiglich En+, wenn (mindestens) eine der beiden Bedingungen 
erfiillt ist 
(4 alt(f - h) >, 2n + 1; 
@I alt-(f-h) >2k+ 1. 
Eine unendliche, gleichmBDig auf dem Interval1 [a, b] beschrinkte Teilmenge 
von E,+ enthalt eine Teilfolge, welche nach [4] gleichm%iDig im Innern von 
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(a, b), d.h. gleichm23ig auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von (a, b), 
gegen ein Element von E,+ konvergiert. Jede gleichmaI3ig im Innern von 
(a, b) konvergente Folge positiver Exponentialsummen konvergiert such auf 
dem abgeschlossenen I terval1 [a, b] gleichm33ig, wenn sich beim tjbergang 
zur Grenzfunktion der Grad nicht reduziert [4]. Ferner gilt das 
LEMMA 2. Eine Folge {h,} C En+, die gleichmtiJig im Innern van (a, b) 
undpunktweise in den Randpunkten gegen eine stetige Funktion h konvergiert, 
konvergiert such auf dem abgeschlossenen Interval gleichm@Sg egen diese. 
Beweis. Die Folge ist in den Randpunkten beschrgnkt, die Schranke 
sei K. Unter der Annahme, daD die Folge nicht gleichm2Big auf [a, b] 
konvergiert, gibt es ein E > 0, so da13 zu jedem m E N ein x, E [a, b] mit 
1 h,(x3 - h(x,)/ 2 E existiert. 
Wegen der Stetigkeit von h gibt es ein 6 mit 
3 (2.4) 
so da13 
I h(x) - h@)l < e/4 fi.ir 
und 
x E [a, a + 61 
I h(x) - WI < c/4 fiir x E [b - 6, b] 
gilt. Wegen der gleichm813igen Konvergenz im Innern von (a, b) gibt es 
dann ein m, , so da13 mit m > m, I h,(x) - h(x)[ < l /4 fiir alle 
x E [a + 6, b - 61 gilt. Wegen der Konvergenz in den Randpunkten x = a 
und x = b gilt dort j h,(x) - h(x)1 < e/4, wenn m grH3er als ein gewisses m, 
ist. Es sei nun ein m > max{m, ml} fest gewghlt und ohne Einschrgnkung 
X, E [a, a + 61 angenommen. Dann gilt 
I h,(a + 6) - &)I < I h& + 6) - h@ + 8 + I & + 8) - hb)l -=c k
(2.5) 
I h&4 - h(a)1 3 I h&m) - h&J - I h&J - WI > 2~. (2.6) 
Da aul3erdem 1 h,(a) - h(a)] < $6 ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz 
entweder in (a, x,) oder in (xm , a + 6) einen Punkt y mit der positiven 
Steigung h,‘(y) > c/48. Da in der Exponentialsumme 
h,(x) = f aietSX 
i=l 
(2.7) 
alle ai 2 0 sind, enthtilt sie einen Summanden u*et*m, dessen Steigung im 
640/4/1-2 
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Punkt y grijDer als e/4& ist. Weil wegen a* > 0 such t* > 0 gilt, ist die 
Steigung dieses Terms such in jedem Punkt x > y griiger als c/4&. Im 
Punkt x = b gilt daher 
&&b > (b - a - 6) - & > + * -& > K. (2.8) 
Da die anderen Summanden nur nichtnegative Beitrage liefern, gilt such 
h,(b) > K, im Widerspruch zur Voraussetzung. 
3. Entsprechend zur rationalen Approximation (Maehly und Witzgall 
[2], Werner [6]) seien die folgenden beiden Begriffe eingefiihrt. 
DEFINITION 1. Es sei f eine Funktion aus C[a, b] und T,+f ihre Minimal- 
liisung beziiglich E,+. Die T-Approximation beztiglich E,+ heiDt stetig im 
Punkt f, wenn fiir jede Folge {fm} C C[a, b] mit lim iI& -f/l = 0 die 
Folge der zugehijrigen Minimallosungen Tn+fm die Bedingung 
Em II Tn+fm - Tn+f 11 = 0 
erftilltist. 
DEFINITION 2. Die Funktion f E C[a, b] hei& n+-normal, wenn ihre 
Minimallosung beztiglich E,+ nicht ausgeartet ist, d.h. nicht in En-I enthalten 
ist. 
Da zu jeder stetigen Funktion genau eine Minimallosung bez. E,+ existiert, 
ordnen sich diese Begritfe von Normalitiit und Stetigkeit den in [5] einge- 
ftihrten unter. 
Ein fur rationale Funktionen angegebenes Normalimtskriterium [6] gilt 
mit gleichen Beweis such fiir E,+: 
LEMMA 3. Es seien f und g aus C[a, b], f sei n+-normal, und es gelte 
llf - g II < BhZJf 1 - %+[f I>. (3.1) 
Dann ist such g &-normal. 
Die Menge der n+-normalen Funktionen ist also offen. 
LEMMA 4. (vgl. 171). Es seien f und g Funktionen aus C[a, b]. Dann gilt 
fiir die entsprechenden Minimalliisungen T,+f und T,+g 
IIT,+g -fll <IITn+f-fll+ 2llg -fll. (3.2) 
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LEMMA 5. Es sei f eine Funktion aus C[a, b] - E,+ mit der Eigenschaji 
T,+f # T&J Dann gilt fiir die entsprechenden Fehlerfunktionen 
+:=f-T,+f und #:=f-Tn+lf (3.3) 
in jedem Randpunkt x, des Intervalls 
-%+[f I < #(xJ < &XT). (3.4) 
Beweis. Aus der Voraussetzung folgt mit Lemma 1, dal3 die Alternanten- 
lange von f - T,+f genau 2n + 1 betragt und jede Alternante mit dieser 
Lange positiv ist. Es sei nun {xi, i = l,..., 2n + l} eine Alternante von 
f - T,+f In diesen Punkten ist f - Tz+,f betragsmagig kleiner als f - T,+f 
Wegen der Alternanteneigenschaft besitzt daher die Differenzfunktion 
Tz+,f - T,+f mindestens 2n Nullstellen. Andererseits hat sie hiichstens den 
Grad 2n + 1, deshalb nach [3] hochstens 2n Nullstellen, also genau 2n 
Nullstellen. Diese liegen in (x 1 , x~~+~). Weil die Alternante positiv ist, gilt 
-%+[f 1 < Ibw -=c bbi> fur j= 1,2n+ 1. (3.5) 
Da aber alle Schnittstellen zwischen C$ und 1,4 im offenen Interval1 (x1 , xZn+J 
liegen, gilt diese Ungleichung such fur die Punkte x = a und x = b. 
LEMMA 6 (Quasistetigkeit). Es sei {fm} C C[a, b] eine gleichmtiJig gegen 
f konvergente Forge. Dann konvergiert die Folge der zugehiirigen Minimal- 
liisungen beziiglich E,+ gleichmaJig im Innern von (a, b) gegen die Minimal- 
l&sung von f 
Zum Beweis werden die gleichen Schliisse wie fur Satz 1 in [5] benutzt. 
Nach diesen Vorbereitungen konnen nun die Zusammenhange zwischen 
der n+-Normalitat und der Stetigkeit der T-Approximation beziiglich E,+ 
angegeben werden. 
SATZ. Es sei f E C[a, b], h die Minimalliisung fur f beziiglich E,+ und k 
der Grad von h. Die T-Approximation beziiglich E,+ ist genau dann im Punkt f 
stetig, wenn (mindestens) eine der drei folgenden Forderungen erfiillt ist. 
(1) Die Funktion f ist &-normal. 
(2) Die Alternantenlange der Fehlerjiinktion f - h betriigt genau 2k + 1. 
(3) Die Fehlerjiinktion nimmt in beiden Randpunkten des Intervalls 
den Wert -q,+[f ] an. 
Beweis. Der Rand des Intervalls sei mit R bezeichnet, und die Alter- 
nantenllnge von f - h habe den Wert p. Zunachst wird gezeigt, darj die 
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angegebene Bedingung notwendig ist. Wenn sie nicht erfiillt ist, d.h. die 
Forderungen (1) bis (3) nicht erftillt sind, dann ist h ein ausgeartetes Element 
von En+, es ist p 3 2k + 2, und fiir mindestens einen Randpunkt x, E R 
giltf(x,) - h(xJ f -IIf- h I/. Es sei {xi, i = l,...,p} eine Alternante von 
f - h, und die Funktion f - h midge zunlchst (Fall 1) in x1 order x, einen 
positiven Wert haben. Nach Lemma 8 und Zusatz 1 in [5] gibt es zwei 
Folgen {fm} C C[a, b] und {h,) C En+ mit den folgenden Relationen: 
W,) <k+ 1, (3.6a) 
alt-(.L, - h,) 3p + 1, (3.6b) 
lim llfm - fll = 0, (3.6~) 
lim 11 h, - h 11 f 0. (3.6d) 
Aus der Voraussetzung p > 2k + 2 folgt mit (a) und (b) 
alt-(f, - h,) b 2k(h,) + 1. (3.7) 
Nach Lemma 1 ist daher h, die Minimalliisung fi.irfm beztiglich En+. Aus (b) 
und (c) ergibt sich dann die behauptete Unstetigkeit der T-Approximation 
beziiglich En+ im Punkt $ 
Es midge nun (Fall 2)f- h in beiden Punkten x1 und x, negative Werte 
haben. Dann ist die Alternantenlange von f - h ungerade, und es ist 
p > 2k + 3, Nach Lemma 8 und Zusatz 2 in [5] gibt es zwei Folgen 
ifm> C CL bl und KJ C & + fur welche die obengenannten Relationen , 
(a), (c) und (d), und statt (b) die Relation (b*) alt-(& - h,) >, p, gelten. 
Aus (a) und (b*) ergibt sich alt-(fnz - h,) > 2k(h,) + 1, und die behauptete 
Unstetigkeit folgt wie oben. Die Hinlanglichkeit der Forderung (1) fur die 
Stetigkeit folgt aus Satz 3 in [5]. Es sei nun die Forderung (2) erftillt. Wegen 
des vorausgehenden Schlusses darf k < IZ ausgenommen werden. Es sei 
(&} C C[u, b] eine beliebige gleichmaDig egen f konvergente Folge. Da f 
k+-normal ist, konvergieren die Minimallijsungen Tk+fm von fm beziiglich 
En+ gleichmgI3ig egen h und haben fur geniigend grof3e Werte von m wegen 
Lemma 3 den vollen Grad k. Daher ist ah (fm - Tk+fm) 2 2k + 1. Diese 
Ungleichung gilt such fur die negative Alternantenlange, wie die folgende 
Uberlegung zeigt. Es sei x;~), i = l,..., 2k + 1 eine Alternante vonf, - Tk+fm 
und I eine Teilmenge von N, fiir welche die xi”’ konvergieren. Wegen der 
gleichm%Sigen Konvergenz von (fm - Tk+fm} gegen f - h ist nach einem 
SchluD in [8], Seite 120, die durch 
x. -= lim x%) 2 * nL+m ’ ’ i = l,..., 2k + 1, I 
(3.8) 
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gebildete Punktmenge eine Alternante von f - h. Wegen der Ausartung von 
h ist nach Lemma 1 ah-(f - h) 3 2k + 1. Nach Voraussetzung besitzt 
f - h keine Alternante mit einer griiBeren Lange als 2k + 1. Daher gilt 
f(x3 - h(xl) = -11 f - h 11. Wegen der gleichmal3igen Konvergenz von 
(fm - Tk+fm} gegen f - h ist dann such fm - Tk+fm im Punkt xi”’ negativ, 
falls nur m E I geniigend grol3 ist. Das gleiche Resultat gilt fur jede andere 
Teilfolge, fur welche die xi (m) konvergieren, und somit allgemein. Es gilt 
also alt-(f, - Tk+fm) > 2k + 1. Daher ist Tk+fm zugleich die Minimallijsung 
von fm beziiglich En+, womit die Behauptung bewiesen ist. 
Es midge nun die Forderung (3) erftillt sein. Da die Behauptung im Fall, 
da13 f n+-normal ist, bereits bewiesen ist, sei k < n ausgenommen. Es sei 
{fm} C C[a, b] eine gleichmaBig egen f konvergente Folge. Es werden nun 
zwei Falle unterschieden. Wenn (Fall 1) f E En+, ist, dann gilt nach Lemma 4 
II Tn’fm - Tn+f II < 2 llfm -f II, womit die behauptete Stetigkeit gezeigt ist. 
Im weiteren sei nun (Fall 2) f $ En+. 
Wegen der Abgeschlossenheit von En+ (vgl. [l, 41) darf dann such fm 4 En+ 
angenommen werden. Durch Induktion wird nun gezeigt, dalj die T-Approxi- 
mation beziiglich Ej+, k < j < n im Punkt f stetig ist. Fi.ir j = IZ ist dies die 
zu beweisende Aussage. 
Fur j = k gilt die Behauptung wegen der k+-Normal&at. Es sei nun fur 
ein j mit k < j < n - 1 die T-Approximation beztiglich Ej+ im Punkt f 
stetig. Wenn fur fast alle m Ti+fm = T&f, gilt, ist nach Lemma 1 b such 
Ti+fm = Tn+fm und daher nichts mehr zu zeigen. Es sei daher Tjffm # 
TLlfm fur alle m E N. Setzt man 4 m. := fm - T,ff,und &,, := fm - TAlfm, 
dann gilt nach Lemma 5 in jedem Endpunkt x, von [a, b] 
-%+[fml < 9Lc4 < 4m(.%). (3.9) 
Aus der Induktionsannahme folgt mit 4 := f - h fur den Grenztibergang 
m-+co 
4&T> - W). (3.10) 
Nach Voraussetzung ist 
#(XT) = -%+[f 1 = -ri+[f I. (3.11) 
Da die Minimalabweichung stetig von der Funktion abhangt, gilt wegen 
Ilfm -fll -+ 0 
%+[fml + %+[f I. (3.12) 
Es ist also lim #&x) = 4(x) f tir x = a und x = b. Dort stimmt such die 
Grenzfunktion der T&f, m.it h iiberein. Nach Lemma 6 konvergiert diese 
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Folge gleichmal3ig im Innern von (a, b) gegen h und daher nach Lemma 2 
gleichmal3ig auf dem abgeschlossenen Interval1 [a, b]. Damit ist die 
Behauptung such in diesem Fall gezeigt und somit der Satz bewiesen. 
Im Gegensatz ur Klasse der rationalen Funktionen und such der eigentli- 
then Exponentialsummen gibt es bei den positiven Exponentialsummen 
Falle von stetiger Abhangigkeit der T-Approximation trotz Ausartung der 
Minimallosung. Dies zeigt das folgende 
B&spiel. Gegeben sei ein 6 > 0 und Wertepaare {xi, yi> mit x1 = 0, 
X, = 1 und xZ beliebig aus (0, 1) sowie ye = e5i + (-l)i - 6, i = 1,2, 3. 
Diejenige Funktion fe CIO, 11, welche durch den Streckenzug durch die 
Punkte {xi , yi}, i = 1,2,3, bestimmt ist, wird beziiglich jeder Menge En+, 
II > 1, optimal durch die Exponentialsumme h(x) = ex approximiert. Die 
Alternantenlange der Fehlerfunktion betragt genau 3, d.h. 2k(h) + 1. Nach 
dem vorausgehenden Satz ist die T-Approximation beziiglich En+, n 3 1, 
stetig im Punkt f, obwohl fur n > 2 die Minimallosung beztiglich E,+ 
ausgeartet ist. 
Diese Arbeit ist Teil meiner am Rechenzentrum der Universitlt Miinster angefertigten 
Dissertation. Herrn Prof. Dr. H. Werner da&e ich fiir die Forderung der Arbeit und 
Herrn Dr. D. Braess fiir zatieiche Diskussionen. 
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